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Les polynomes

Factorisation

Ce cours porte exclusivement sur la notion de factorisation relative aux
polynomes.

1 L’idée générale

Un polynome est une fonction définie Vax € R par
T = apT" + ap 12" N+ .+ aT + ag
n € N est appelé le degré du polynome lorsque a,, € R,.
ag, @1, .y Gp_1 €t a, sont n + 1 réels appelés les coefficients du polynéme (a
noter que ag est appelé le terme constant du polynome).



2 La théorie

2.1 Le polynéome factorisable

Soit le polynome défini Vo € R par  +— a,2" + ap_12" "t + ...+ a12 + ao,
ol a; ey € R et n € N. Ce polynome est factorisable par (x — b), ou b € R,
lorsque a,z" + a, 12"+ ...+ ax+ag = (x —b)(cp12" T+ ...+ 11+ cp),
ou CiieN € R.

2.2 Factorisation d’un polynome de degré 2

Un polynome de degré 2 est factorisable lorsque le discriminant A de
I’équation du second degré qui lui est associée vérifie A > 0.

3 Attention!

Dans le cas d'un polynome de degré 2, il ne faut pas envisager la factori-
sation avant d’avoir vérifié que le discriminant de ’équation du second degré
qui lui est associée n’est pas négatif.

4 Les astuces

La méthode de factorisation d’un polynome (factorisable) de degré n
consiste a chercher une racine évidente «, afin de mettre en facteur le terme
(x — a) dans l'expression du polynéme. L’autre terme de la factorisation est
alors un polynome de degré n — 1, dont la factorisation peut étre envisagée
selon la méme démarche.



5 Exercices pratiques

5.1 Exercice 1

Soit f la fonction polynome définie Vo € R par
=2 ‘ ¢
T — dx° + 31 + 2

Factoriser le polynome f(z).

f(x) est un polynéme de degré 2. La méthode consiste a calculer le dis-
criminant de 1’équation du second degré qui lui est associée, a savoir :

522 +3x+2=0

Le discriminant de cette équation est A = 32 — 4 x 5 x 2 = —31. Le discri-
minant est négatif, ce qui signifie que I’'équation du second degré associée au
polynéme considéré n’a aucune racine (dans R). Par conséquent, le polynéme
ne peut pas étre écrit sous la forme d’un produit de facteurs.

Le polynome f(x) n’est pas factorisable.



5.2 Exercice 2

Soit f la fonction polynome définie Vo € R par
2t —Tr+12

Factoriser le polynome f(z).

f(x) est un polynoéme de degré 2. La méthode consiste a calculer le dis-
criminant de 1’équation du second degré qui lui est associée, a savoir :

22 —Tr+12=0

Le discriminant de cette équation est A = (—=7)2 —4 x 1 x 12 =1.
L’équation associée au polynoéme a donc deux racines:

 —b-VA —b+ VA

= 2a ¢ T2 = 2a
—(-7)—V1 —(-7)+ V1
rH=— et r9=—"—""-—7-—
2x1 2x1

r1=3 et x9=4

Le polynome considéré peut donc étre écrit sous la forme du produit de fac-
teurs suivant :

f(z) = (x = 3)(x —4)

La factorisation du polynome f(x) est donc (z — 3)(x — 4).



5.3 Exercice 3

Soit f la fonction polynome définie Vo € R par
x +— ot + 102 + 3522 + 50z + 24

Factoriser le polynome f(x).

La méthode consiste a chercher une racine évidente de 1’équation qui lui est
associée, a savoir :

2t + 1023 + 3522 + 500 +24 =0

Chercher une racine évidente revient a tester comme solutions possibles de
I’équation associée au polynome les réels 0, 1, —1, 2, —2 ... Ici, on constate
que le réel —1 est une racine évidente de ’équation. Par conséquent, f(z)
peut étre écrit sous la forme:

f(z) = (x + 1)(az® + bx?® + cx + d)

Il s’agit alors de déterminer les réels a, b, ¢ et d. La démarche revient a
développer I'expression partiellement factorisée de f(x), et a procéder par
identification.

f(x) = (x4 1)(az® + bx* + cx + d)
f(z) = z(az® + bx® + cv + d) + ax® + bx* + cx + d
f(z) = az* + ba® + cx® + dw + ax® + bx® + cx + d
f(z) = az* + ba® + az® + ca® + ba® + dx + cx + d
f@) =az*+ (a+b)2® + (b+c)a® + (c+ d)x + d



Or, f(z) = z* 4+ 102 + 3522 + 50z + 24, donc la procédure d’identification
s’emploie a résoudre le systeme suivant :

a = 1 _
atb = 10 ¢ =

b = 9

b+c = 35 <= ¢ — 9%

c+d = 50 d:24
d = 24 -

Le polynome f(x) s’écrit donc f(z) = (x+1)(2*+92%+26x+24). La suite de
la factorisation consiste a appliquer une nouvelle fois la méthode au second
terme de 'expression.

Il faut donc chercher une racine évidente du polynéme 3 + 922 + 26z + 24.
On remarque que le réel —2 est une racine évidente de ce polynome. f(z)
peut alors étre écrit :

f@) = (z+ )(x + 2)(aa® + Bz + 7)

On doit maintenant déterminer les réels a, 3 et v en développant I'expression
partiellement factorisée de f(z), puis en procédant par identification.

f@) = (z+ (= + 2)(az® + Bz + )

f(z) = (z + 1)[z(az? +ﬁx+’y)—|—2(ax + Bz +7)]
f(z) = (z + 1)(az® + B2? + vz + 2aa? + 20z + 27)
f(z) = (z + 1)(az® + Ba? + 2aa® + v + 20z + 27)
f(z) = (x + D]ax® + 2a+ Bz + (26 + 7)z + 27]



La procédure d’identification fournit le systeme suivant :

a = 1 o0 — 1
200+ 3 = B

— = 7

284+~ = 26 b _ 19
2 = 24 T=

Le polynome f(z) s’écrit donc f(z) = (z + 1)(z + 2)(2® + Tz + 12). La fin
de la factorisation consiste & mettre le terme z2 + 7z + 12 sous la forme d’un
produit de facteurs, ce qui revient a déterminer les racines de 1’équation du
second degré correspondante :

24+ Tr+12=0

Le discriminant de cette équation est A = (7)? —4 x 1 x 12 =1.
L’équation associée au troisieme terme du polynome a donc deux racines:

 —b-VA —b+ VA

TG = —F= € Ty =
2a 2a
SL’__7_\/I et x—_7+ﬁ
HDIVE| T 2x1
r1=—4 et x9=-3

En conclusion, la factorisation du polynéme f(x) s’écrit :
fl@)=(+D)(z+2)(z+3)(z+4)



