Les suites

Périodicité

Ce cours porte exclusivement sur la notion de périodicité relative aux
suites.

1 L’idée générale

Une suite est un opérateur qui associe automatiquement a un nombre
entier, appelé antécédent, un nombre réel, appelé image.
Une suite est telle qu'un antécédent n’a qu'une seule image, mais qu’une
image peut avoir plusieurs antécédents.

2 La théorie

2.1 La suite périodique

Soit (u,) une suite.
La suite (u,) est périodique lorsqu’il existe un entier naturel non nul p tel
que Vn € N, Upqp = Up.
p est appelé la période de la suite (u,,).



3 Attention!

Il peut arriver que I’étude de la périodicité aboutisse a plusieurs valeurs.
Dans ce cas, la période correspond au PPMC (plus petit multiple commun)
de ces valeurs.

4 Par coeur

La fonction cosinus f : x — cosx est périodique de période 2.
La fonction sinus f : x — sinz est périodique de période 2.
La fonction tangente f : x +— tanx est périodique de période .

5 Les astuces

L’intérét que représente la périodicité d’une suite réside dans la restric-
tion de son intervalle d’étude. Une suite (u,) de période T ne nécessite en
effet d’étre étudiée que sur un intervalle de longueur 7T'.



6 Exercices pratiques

6.1 Exercice 1

Etudier la périodicité de la suite (u,,) définie Vn € N par u,, = cos </1 | (—)
)

La méthode consiste a calculer u, 7, puis a déterminer 7" de telle sorte
qUe Up 7 = Up,.

Uy = COS (n + T+ %)
T
U7 = COS (n + =+ T)
0 6 0
Up T = COS (n + 6) cos(T) — sin (n + 6) sin(7)

Vérifier ’égalité u,,r = u, revient alors a résoudre:
Cos (n + %) cos(T) — sin (n + %) sin(7") = cos (n + %)
Par conséquent, il faut déterminer 7' de telle sorte que:

cos(T) = 1
sin() = 0
Sur la base des propriétés des fonctions cosinus et sinus (qui doivent étre

connues), il s’agit de trouver T tel que T = 27.

La période de (u,) est donc T' = 2.



6.2 Exercice 2

Etudier la périodicité de la suite (u,,) définie Vn € N par
) nm
Uy = COS | 2T + —
J

La méthode consiste a calculer u, 7, puis & déterminer 7' de telle sorte
que Up 7 = Up.

s s[4 O] g 0TI (7 7o)

3 3 3 3
nmw Tr onm o Iw
UpiT = COS — COS — — Sin — sin —
3 3 3 3
Vérifier ’égalité u,,r = u, revient alors a résoudre:
nmw T oonm . Tr nmw nmw
COS — COS — — sin — sin — = cos (27 + — ) = cos —
3 3 3 3

Par conséquent, il faut déterminer 7' de telle sorte que:

T
cos—w = 1

T

sin— = 0

3

Sur la base des propriétés des fonctions cosinus et sinus (qui doivent étre

T
connues), il s’agit de trouver T' tel que 3 = 2m.

La période de (u,) est donc T' = 6.



6.3 Exercice 3

Etudier la périodicité de la suite (u,,) définie Vn € N par u,, = sin <2/1 | ;).

I

La méthode consiste a calculer u, 7, puis a déterminer 7" de telle sorte
qUE Up i = Up.

Unsr = SiD [Q(n YT+ g]
Upyr = SIN <2n + g + 2T>
Uppr = Sin (2n + g) cos(2T") + cos (271 + g) sin(27)
Vérifier ’égalité u,,r = u, revient alors a résoudre:
sin (2n + g) cos(2T') + cos (271 + g) sin(27") = sin <2n + g)
Par conséquent, il faut déterminer 7' de telle sorte que:

cos(2T) = 1
{sin(QT) = 0

Sur la base des propriétés des fonctions cosinus et sinus (qui doivent étre
connues), il s’agit de trouver 7' tel que 27" = 27.

La période de (u,) est donc T' = .



6.4 Exercice 4

Etudier la périodicité de la suite (u,) définie Vn € N par

U, = SInn — cos(2n)

La méthode consiste a calculer u, 7, puis & déterminer 7' de telle sorte
que Uy = Us,.

Uprr = sin(n +T) — cos[2(n + T
Ups1 = sin(n + 1) — cos(2n + 2T")
Up47 = sinncosT + cosnsinT — cos(2n) cos(27) + sin(2n) sin(27)

Vérifier ’égalité u,,r = u, revient alors a résoudre:
sinncosT + cosnsin T — cos(2n) cos(2T") + sin(2n) sin(27") = sin n — cos(2n)
Par conséquent, il faut déterminer 1" de telle sorte que:

cosT = 1 ot cos(2T) = 1
sinT = 0 sin(27) = 0

Sur la base des propriétés des fonctions cosinus et sinus (qui doivent étre
connues), il s’agit de trouver T tel que:

T =27 et 2T = 2.

La résolution de ce probleme fournit le couple de valeurs (m;27). Dans ce
cas, la valeur de la période est le PPMC (plus petit multiple commun) des
deux valeurs obtenues, c¢’est-a-dire ici 27r.

La période de (u,) est donc T' = 2.



