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Les intégrales

Calcul d’aire

Ce cours porte exclusivement sur la notion de calcul d’aire délimitée par
deux courbes représentatives de fonctions réelles.

1 L’idée générale

L’intégrale d'une fonction correspond a l'aire délimitée par sa courbe
représentative, I’axe des abscisses, et deux bornes (deux abscisses).
Si par exemple calculer la distance parcourue par un véhicule qui roule a
vitesse constante est simple, calculer la distance parcourue par un véhicule
qui roule a vitesse variable s’avere moins évident et nécessite de recourir au
calcul intégral.



2 La théorie

2.1 Aire délimitée par deux courbes

Soient f et g deux fonctions réelles définies et continues sur un intervalle
[a; b].
Lorsque sur [a; b], f(x)—g(z) > 0, 'aire délimitée par les courbes représenta-
tives des fonctions f et g est donnée par
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3 Attention!

Avant de calculer I'intégrale d’'une fonction, il faut absolument :
— déterminer son ensemble de définition ;

— vérifier que la fonction considérée est continue sur cet intervalle;

— vérifier que les bornes de l'intégrale appartiennent a cet intervalle.

4 Les astuces

Lorsque sur [a; b], la différence f(z) — g(x) n’est pas de signe constant, la
méthode consiste a décomposer I'intervalle [a;b] en sous-intervalles sur les-
quels cette différence conserve un signe constant.



5 Exercices pratiques

5.1 Exercice 1

Déterminer l'aire délimitée par les courbes représentatives de la fonction
37

et x = 27.
)

f @ cos(z) et de 'axe des abscisses entre les abscisses x =

Soit & cette aire.
Avant de calculer I'aire, il faut s’occuper de ’ensemble de définition et de
la continuité de la fonction f. f est définie et continue sur R (voir les cours
“Les fonctions réelles - Intervalles et ensemble de définition” et
“La continuité - Généralités”), donc f admet des intégrales. De plus, les

3T
bornes z = > et x = 21 appartiennent a R, donc I'aire £ existe.
.. 3T , . .
Or, sur l'intervalle > 27|, cos(x) > 0, donc 'aire £ s’écrit

e~ [ 1rte) - oja

27
e= [ s
£ = 3% cos(t)dt
¢ = [sin(t) 35 dt
E=0-(-1)
£=1

L’aire délimitée par les courbes représentatives de la fonction f et de I'axe

. . 3T
des abscisses entre les abscisses x = - et v =21 est £ = 1.



5.2 Exercice 2
Déterminer 'aire délimitée par les courbes représentatives des fonctions

J .') . e
f:x— xet g:x+— x° entre les abscisses r =0 et x = 1.

Soit & cette aire.
Avant de calculer Iaire, il faut s’occuper de ’ensemble de définition et de la

continuité des fonctions f et g. f et g sont définies et continues sur R (voir les
cours “Les fonctions réelles - Intervalles et ensemble de définition”
et “La continuité - Généralités”), donc elles admettent des intégrales. De
plus, les bornes z = 0 et x = 1 appartiennent a R, donc 'aire £ existe.

Or, sur U'intervalle [0; 1], z > 22, donc Daire £ s’écrit
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L’aire délimitée par les courbes représentatives des fonctions f et g entre les
1
abscisses t =0 et x =1 est £ = 6



5.3 Exercice 3

Déterminer 'aire délimitée par les courbes représentatives des fonctions
f:x v cos(x) et g:x— 2 entre les abscisses © = 0 et = 7.

Soit & cette aire.
Avant de calculer Iaire, il faut s’occuper de ’ensemble de définition et de la
continuité des fonctions f et g. f et g sont définies et continues sur R (voir les
cours “Les fonctions réelles - Intervalles et ensemble de définition”
et “La continuité - Généralités”), donc elles admettent des intégrales. De
plus, les bornes z = 0 et x = 7 appartiennent a R, donc l'aire £ existe.

Or, sur l'intervalle [0; 7], cos(x) < 2, donc l'aire £ s’écrit
™

= [ lg(t) = f(®)]dt

= [ [2— cos(t)]dt
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L’aire délimitée par les courbes représentatives des fonctions f et g entre les
abscisses © = 0 et v = 7 est £ = 2.



5.4 Exercice 4

Déterminer 'aire délimitée par les courbes représentatives des fonctions
fix—2x+1et g:x+— x entre les abscisses v = —2 et x = 1.

Soit & cette aire.
Avant de calculer Iaire, il faut s’occuper de I’ensemble de définition et de la
continuité des fonctions f et g. f et g sont définies et continues sur R (voir les
cours “Les fonctions réelles - Intervalles et ensemble de définition”
et “La continuité - Généralités”), donc elles admettent des intégrales. De
plus, les bornes x = —2 et x = 1 appartiennent a R, donc 'aire £ existe.

Or, sur U'intervalle [—2; 1], la différence f(x)—g(x) n’est pas de signe constant.
En effet f(z) —g(z) =22 +1—2 = z+ 1, fonction qui est négative Vo < —1
et positive Vr > —1. La méthode consiste alors a décomposer l'intervalle
[—2; 1] en deux sous-intervalles [ 2; —1] et [—1; 1] de fagon a écrire

£ = / ())dt + / 11[f(t)—g(t)]dt
_ [ t—l)dt+/ (t + 1)t

1
#2 Lo !
’52[‘5‘42*[5”]1
£=— — (=) +

(=2)° 1° (=1)
L2 1 1
§=—5+1+2-2++1-c+1

+@a}w§+1— 5 — (-1
2 2

L’aire délimitée par les courbes représentatives des fonctions f et g entre les

abscisses ©t = —2 et x =1 est £ = 7



